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La logique et la théorie des ensembles constituent les piliers du langage
mathématique moderne.
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Quelques motivations

Introduction

La logique et la théorie des ensembles constituent les piliers du langage

mathématique moderne.

La logique fournit les régles qui garantissent la validité des raisonnements,
tandis que la théorie des ensembles propose un cadre rigoureux pour
décrire, organiser et manipuler des objets mathématiques.

Ensemble, elles établissent la base de toute démarche scientifique et

formalisée.
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Quelques motivations

Le rdle de ces notions dépasse largement les mathématiques pures :

o En mathématiques : elles servent a définir les structures
fondamentales (nombres, fonctions, relations, structures algébriques).

o En informatique : elles apparaissent dans la conception des
algorithmes, la logique des programmes, les bases de données
relationnelles et I'intelligence artificielle.

o En sciences physiques et naturelles : elles permettent de modéliser
des phénomenes a I'aide de relations, de classifications et de
structures hiérarchiques.

o En philosophie et sciences humaines : la logique est un outil
d'analyse du raisonnement, de |'argumentation et de la formalisation
des idées.
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Quelques motivations

Ainsi, I'étude de la logique et de la théorie des ensembles n’est pas
seulement une étape introductive aux mathématiques supérieures, mais
aussi une compétence transversale qui ouvre la voie a de nombreuses
applications théoriques et pratiques.
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Quelques motivations Exemples d’applications

o En mathématiques : définition des suites, fonctions, structures
algébriques (groupes, anneaux, corps), topologie.
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Quelques motivations Exemples d’applications

En mathématiques : définition des suites, fonctions, structures

algébriques (groupes, anneaux, corps), topologie.

o En informatique : bases de données relationnelles, programmation
(listes, ensembles, dictionnaires), intelligence artificielle (logique des
prédicats), théorie des automates et langages.

@ En sciences physiques et naturelles : ensembles d'états en

mécanique quantique, classification des especes en biologie,
modélisation des molécules en chimie.

@ En sciences humaines et sociales : analyse logique des
raisonnements en philosophie, théorie des langages en linguistique,
relations d'ordre en économie (préférences, choix).
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Notion de logique Assertion

Définition

On appelle assertion toute phrase ayant un sens et susceptible d’étre vraie
(V) ou fausse (F). C'est la valeur de vérité de I'assertion.
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Notion de logique Assertion

Définition

On appelle assertion toute phrase ayant un sens et susceptible d’étre vraie
(V) ou fausse (F). C'est la valeur de vérité de I'assertion.

Exemple

P : 13 est un nombre impair. est une assertion vraie. Q : 4+ 7 = 14 est
une assertion fausse.
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Notion de logique Assertion

Remarque

Lorsque la valeur de vérité d'une assertion P dépend d’un paramétre x ou
(x,¥),... on note P(x) ou P(x,y),...
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Notion de logique Assertion

Remarque

Lorsque la valeur de vérité d'une assertion P dépend d’un paramétre x ou
(x,¥),... on note P(x) ou P(x,y),...

Exemple

P(x) : 2x > 3, P(2) est une assertion vraie et P(—4) est fausse
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Notion de logique Opérations sur les assertions

Définition

Deux assertions P et Q ayant les mémes valeurs de vérité sont dites
équivalentes et on note P ~ Q.
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Notion de logique Opérations sur les assertions

Définition
Deux assertions P et Q ayant les mémes valeurs de vérité sont dites
équivalentes et on note P ~ Q.

Exemple

P(x) x>0~ 9Q(x) —x <0
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Notion de logique Opérations sur les assertions

Définition
Soit P(x) une assertion dépendant d’'un paramétre x € E. On note {x € E
tel que P(x) } la partie de E formée des éléments x qui rendent |'assertion

P(x) vraie.
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Notion de logique Opérations sur les assertions

Définition

Soit P(x) une assertion dépendant d’'un paramétre x € E. On note {x € E
tel que P(x) } la partie de E formée des éléments x qui rendent |'assertion
P(x) vraie.

Exemple

{x €R tel que -1 < x <8 }=[-1,8]
{x € R* tel que x> < 8} = [-2V/2,2V/2] \ {0}
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Notion de logique Opérations sur les assertions

Définition

On appelle négation de P, I'assertion notée nonP ou —P ou P et définie
par la table de vérité :

Pr Mostafa Rahmani Chapitre 1 : Logique et Ensembles Mars 2025 12 /121



Notion de logique Opérations sur les assertions

Définition

On appelle négation de P, I'assertion notée nonP ou —P ou P et définie
par la table de vérité :

P
D
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Notion de logique Opérations sur les assertions

Proposition

non (non P) ~ P.

En effet
P 1|0
P 0|1
(P)y|1]|0
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Notion de logique Opérations sur les assertions

Soient P, O et R des assertions.
Définition

On appelle conjonction (respectivement disjonction) de P et Q, I'assertion
notée P et Q (respectivement P ou Q) définie comme étant vraie si et
seulement si P et Q le sont toutes les deux (respectivement lorsqu’au
moins I'une des deux est vraie).
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Notion de logique Opérations sur les assertions

@ (x >0 ou x < 0) est Vraie.
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Notion de logique Opérations sur les assertions

(x >0 ou x < 0) est Vraie.

°
@ (x >0 et x <0) est Fausse.
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Notion de logique Opérations sur les assertions

@ (x >0 ou x < 0) est Vraie.
@ (x >0 et x <0) est Fausse.
0 (0<x<1n~ (x>0etx<1).
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Notion de logique Opérations sur les assertions

x >0 ou x < 0) est Vraie.
(x >0 et x < 0) est Fausse.
0<x<1n~ (x>0etx<1).
xy =0~ (x=0o0uy=0).
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Notion de logique Opérations sur les assertions

Proposition

e PetP~P,;,Qoudn~Q
e [ois de Morgon
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Notion de logique Opérations sur les assertions

Proposition

e PetP~P;Qoud~Q
e [ois de Morgon
non(P et Q) ~ nonP ou nonQ non(P ou Q) ~ nonP et
Q
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Notion de logique Opérations sur les assertions

Proposition

e PetP~P;Qo0uQ~Q
e [ois de Morgon

non(P et Q) ~ nonP ou nonQ non(P ou Q) ~ nonP et
Q

o Commutativité : P et Q~ QetP; P ouQ~ QouP
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Notion de logique Opérations sur les assertions

Proposition
e PetP~P;Qo0uQ~Q
e [ois de Morgon
non(P et Q) ~ nonP ou nonQ non(P ou Q) ~ nonP et
Q
e Commutativité : P et Q~ QetP ;P ouQ~ Q ouP
o Associativité P et( QetR)) ~ (P et Q)etR ~ P et QetR.

P ou( QouR)) ~ (P ou Q)ouR ~ P ou QouR.
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Notion de logique Opérations sur les assertions

Proposition

e PetP~P,Qoud~Q

Lois de Morgon

non(P et Q) ~ nonP ou nonQ non(P ou Q) ~ nonP et
Q

Commutativité : P et Q ~ Q etP ;P ouQ~ Q ouP

Associativité P et( QetR)) ~ (P et Q)etR ~ P et QetR.

P ou( QouR)) ~ (P ou Q)ouR ~ P ou QouR.

distributivité P ou( QetR)) ~ (Pou Q)et(PouR).

P et( QouR)) ~ (Pet Q)ou(PetR).
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Notion de logique Opérations sur les assertions

Remarque

On note : P et Q par P A\ Q ,et on note : PouQ par PV P.
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Notion de logique Opérations sur les assertions

Soient P, Q deux assertions.
Définition

On définit I'assertion P = O, et on lit P implique Q comme étant fausse
ssi P est vraie et Q est fausse, autrement dit, Le Vrai n'implique jamais le

Faux. En Francais, on utilise le langage si P, alors Q ou P donc Q, P, par
suite Q.
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Notion de logique Opérations sur les assertions

Exemple

Pour x réel, on a :
Q x>1= x?>>1 est Vraie.
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Notion de logique Opérations sur les assertions

Exemple

Pour x réel, on a :
Q x>1= x?>>1 est Vraie.
@ x2>1= x>1 est Fausse, on écrit : x2>1=+ x > 1.
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Notion de logique Opérations sur les assertions

Définition

Lorsque I'implication P = Q est Vraie,
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Notion de logique Opérations sur les assertions

Définition
Lorsque I'implication P = Q est Vraie,

@ on dit que P est une condition suffisante (C.S.) pour Q,

e On dit que Q est une condition nécessaire (C.N.) pour P.
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Notion de logique Opérations sur les assertions

Définition
Lorsque I'implication P = Q est Vraie,
@ on dit que P est une condition suffisante (C.S.) pour Q,

e On dit que Q est une condition nécessaire (C.N.) pour P.

o Q = P est I'implication réciproque de P = Q.
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Notion de logique Opérations sur les assertions

Proposition
P = Q ~ nonP ou Q. J

Pl Q| P= Q| nonP | nonPouQ
V|V V F V
V| F F F F
F |V V V V
F | F V V V
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Notion de logique Opérations sur les assertions

Proposition

P = O ~ nonQ = nonP.

nonQ = nonP est la contraposée de P = Q .

Pl O|P= Q| nonP | nonQ | nonQ = nonP
V|V \Y, F F Vv
V| F F F \Y F
F |V V V \Y \Y
F | F V V F V
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Notion de logique Opérations sur les assertions

Exemple

(xy=0=>x=00uy=0)~(x#0ety#0=xy#0.)
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Notion de logique Opérations sur les assertions

Exemple

(xy=0=>x=00uy=0)~(x#0ety#0=xy#0.)

Exemple

1. Soient a et b dans R tels que a+ b # 0, montrons que

aFt—3b=> 2243

2. Soient a et b deux entiers naturels non nuls, montons que
(ab=1=a=>b=1).
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Notion de logique Opérations sur les assertions

Exercice

@ Montrons que a # —%b — 3%’,; #+ 3.
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Notion de logique Opérations sur les assertions

Exercice

@ Montrons que a # —%b = 3%’,; # —3.
@ Montrons que ab=1=—a=1ou b= 1.
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Notion de lo; Opérations sur les assertions

Preuve

a—b _ _ 1
1. Montrons que 7p = =3 = a = —3b.
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Notion de logique Opérations sur les assertions

Preuve

a—b _ _ 1
1. Montrons que 7p = =3 = a = —3b.
On a:

22=-3 = a—-b=-3(a+b)
= a—b=-3a—3b

—4a=-2b

:>a:_71b.

Donc a # —%bz gfg # —3.
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Notion de logique Opérations sur les assertions

Preuve
1. Montrons que FII; =-3—a= —%b.
Ona:
%:—3 — a—b=-3(a+b)

—a—b=-3a—3b
= 4a=—-2b
:>a:_71b.

Donc a# —3b =2 - b4 _3
2. Supposons quea#1loub+#1,alors(a>2etb>1)ou(a>1et
b >2). Dans les deux cas on a : ab > 2, donc

axloub+#1=— ab+#1.
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Notion de logique Opérations sur les assertions

Proposition

P = Q ~ PetnonQ
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Notion de logique Opérations sur les assertions

P | Q| nonQ | P= Q| non(P= Q) | PetnonQ
V|V F V F V
VIF V F \Y F
F |V F V F V
F|F \% \% F \%
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Notion de logique Opérations sur les assertions

Définition
Equivalence
Soient P et Q deux assertions. On note P < Q ['assertion (P = Q et
Q=P
1 n .

En francais on dit "si et seulement si" "ssi"; il faut et il suffi.
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Notion de logique Opérations sur les assertions

La table de vérité de I'équivalence

PIQ|P=Q|Q=P)|PsQ
V|V \Y V \Y
V| F F vV F
FlV Y F F
F| F V \% V
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Notion de logique Opérations sur les assertions

Exemple

Pour tous x, y réels :
X’ =y’ x=youx=—y
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Notion de logique Opérations sur les assertions

Remarque

SiP < Q est vrai on dit que les deux assertions P et Q sont équivalentes
et P est une condition nécessaire et suffisante (C.N.S).
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\LETNCAGTIA  Quantificateur

Définition

On dit que définit P qu'on écrit Vx € E;P(x) comme étant vrai lorsque
P(x) est vraie pour tout x de E ; on lit : quelle que soit x € E on a P(x).
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\LETNCAGTIA  Quantificateur

Exemple

o Vx € R; x2 > 0 est une assertion vraie.
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\LETNCAGTIA  Quantificateur

Exemple

o Vx € R; x2 > 0 est une assertion vraie.

@ Vx € [1,00[, In(x) > 0 est une assertion vraie.
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\LETNCAGTIA  Quantificateur

Remarque

Dans |'assertion Vx € E,P la lettre x a un réle muet, autrement dit, elle
peut étre remplacée par n'importe quelle autre lettre.
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\LETNCAGTIA  Quantificateur

Définition

On définit I'assertion Q qu’on écrit (3 x € E, Q(x)) comme étant vraie
lorsque Q(x) est vraie pour au moins un x € E. On lit : il existe x € E, tel

qu'on a Q(x).
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\LETNCAGTIA  Quantificateur

Définition

On définit I'assertion Q qu’on écrit (3 x € E, Q(x)) comme étant vraie
lorsque Q(x) est vraie pour au moins un x € E. On lit : il existe x € E, tel
qu'on a Q(x).

Exemple

@ dx € R; 3k € Z :x = 2k est une assertion vraie.
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\LETNCAGTIA  Quantificateur

Définition

On définit I'assertion Q qu’on écrit (3 x € E, Q(x)) comme étant vraie
lorsque Q(x) est vraie pour au moins un x € E. On lit : il existe x € E, tel
qu'on a Q(x).

Exemple

@ dx € R; 3k € Z :x = 2k est une assertion vraie.

e Ix € [1,+o0[; x? = 1 est une assertion vraie.
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\LETNCAGTIA  Quantificateur

Définition

On définit I'assertion Q qu’on écrit (3 x € E, Q(x)) comme étant vraie
lorsque Q(x) est vraie pour au moins un x € E. On lit : il existe x € E, tel
qu'on a Q(x).

Exemple

@ dx € R; 3k € Z :x = 2k est une assertion vraie.

e Ix € [1,+o0[; x? = 1 est une assertion vraie.

e Ix € R; x2 < 0 est une assertion fausse.
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Notion de logique Quantificateur

Définition

La notation 3! signifie I'existence et |'unicité.
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Notion de logique Quantificateur

Définition

La notation 3! signifie I'existence et |'unicité.

Exemple

e dlx € [1,4o00[; Inx =1 est une assertion vraie.

Pr Mostafa Rahmani Chapitre 1 : Logique et Ensembles Mars 2025 36/121



\LETNCAGTIA  Quantificateur

Définition

La notation 3! signifie I'existence et |'unicité.

Exemple

e dlx € [1,400[, Inx = 1 est une assertion vraie.

o dlx € R; cosx = 0 est une assertion fausse.

o Vx e R;3lne€Z,n<x <n+1doncx— n(x) est une application.
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\LETNCAGTIA  Quantificateur

Proposition
Ona:

non(¥x € E,P(x) ~ (3Ix € E, nonP(x)).
et

non(3x € E, P(x) ~ (Vx € E, nonP(x)).
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Notion de logique Raisonnement par récurrence

Définition
Soit ng € N et P(n) une assertion dépendant d’un paramétre entier n € N.

Si P(no) est vraie et Vn > ng, P(n) = P(n+ 1) est vraie alors P(n) est
vraie V > ng.
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Notion de logique Raisonnement par récurrence

Définition

Soit ng € N et P(n) une assertion dépendant d’un paramétre entier n € N.
Si P(no) est vraie et Vn > ng, P(n) = P(n+ 1) est vraie alors P(n) est
vraie V > ng.

Exemple

n
Montrons que : Yn e N*, > i=142....4+n= %
i=0
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Notion de lo; Raisonnement par récurrence

Exemple

Pour n=1 on a : @ =1
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Notion de logique Raisonnement par récurrence

Exemple
Pour n=1 on a : @ =1
n
Hypothése de récurrence : on suppose que Y, i = "("; ).
i=0
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Notion de logique Raisonnement par récurrence

Exemple
Pour n=1 on a : w =1
n
Hypothése de récurrence : on suppose que > i = "(";r D)
i=0
n+1
Montrons que : Y i = ("H)zﬂ En effet,
i=0
n+1 n
Y=Y i+ (n+1) =20 (n 1) = )
i=0 i=0
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Notion de logique Raisonnement par récurrence

Exemple
Pour n=1 on a : w =1
n
Hypothése de récurrence : on suppose que > i = "("2+ 1)
i=0
n+1
Montrons que : Y i = ("H)zﬂ En effet,
i=0
n+1 n
Zi: Zi+(n_|_]_): "(f;rl_‘_(n_i_l):w
i=0 i=0
Donc, on a bien :
n
. n(n+1)
Vn € N* == 7
ne ,;I 5
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Notion de logique Raisonnement par récurrence

Exercice

Rappeler les tables de vérités des expressions suivantes dans une seule
table : AouB ;AetB;A= B; B= A; A< B.
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Notion de logique Raisonnement par récurrence

A[B[AouB[AetB|A=>B|B=>A|A=B
ViV Vv Vv Vv Y Vv
VIF| V F F Vv F
FIV| V F Vv F F
FIF| F F Vv Vv Vv
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Notion de logique Raisonnement par récurrence

Exercice

Montrer en utilisant les tables de vérités que :
O A= (AouB)
Q (AetB)) = A
© ((AetB) = A) = (A= B)
Q ((A= B)et(B= (C)))(A= C) transitivité de ).
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Notion de logique Raisonnement par récurrence

A | B | (AetB) | (AetB) = A | A= B | (AetB= A) = (A= B)
V]V F Y Y Y
V|F V F F Y
FlV V Y V V
F|F V Y vV V
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Notion de logique Raisonnement par récurrence

(voir Td)
Exercice

Quelle est la négation de A= B 7

non(A = B) = non(nonAouB) = Aetnon(B) par la loi de Morgan.
Exercice

Traduire en langage mathématique, avec des quantificateurs, les
propsitions suivantes :

© Il existe un nombre entier relatif supérieur ou égal a tout nombre réel.

@ Il n'existe pas de nombres rationnels solutions de I'equation
x2-2=0.

© Pour tout nombre complexe z. Si z est égal a son conjugué alors z est
un nombre réel.

©Q A est une partie non majorée de R.
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Notion de logique Raisonnement par récurrence

Exercice
(voir TD)
) k= +1
@ Démontrer que Y _1 k = "("2 ),
4 k= ?(n+1)2
@ Démontrer que Y K=" k3 = (o)
@ Soit (uy) la suite définie pour n > 1 par : u, = S5 =7(2k — 1).

Montrer que u, = n?.
@ Montrer que pour tout n > 4, 2" > n?.

© On considére la suite (uy,) définie pour tout n € N par :

UOZO,
Upy1 = Up + U1 + -+ + Up.

Montrer, en utilisant la récurrence forte, que pour tout n € N,
up, <27,
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Théorie des ensemble
Plan

© Théorie des ensemble
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Théorie des ensemble

Définition

On appelle ensemble toute collection d’objets appelés éléments de cet
ensemble. Quand un élément x appartient a un ensemble E, on écrit x € E
, dans le cas contraire, on écrit x ¢ E.
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Théorie des ensemble

Définition
On appelle ensemble toute collection d’objets appelés éléments de cet

ensemble. Quand un élément x appartient a un ensemble E, on écrit x € E
, dans le cas contraire, on écrit x ¢ E.

Exemple

IN, Z, C, Q ,R ensembles usuels des entiers naturels, entiers relatifs,
complexes, rationnels, et réels. {a, b, c,e....z} ; ensemble des nombres
pairs.
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Théorie des ensemble

Définition

Deux ensembles E et F sont égaux s'ils sont constitués des mémes
éléments. On note E = F .
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Théorie des ensemble

Définition

Deux ensembles E et F sont égaux s'ils sont constitués des mémes
éléments. On note E = F .

Exemple

{a,b} = {b, a}.
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Théorie des ensemble

Définition

Deux ensembles E et F sont égaux s'ils sont constitués des mémes
éléments. On note E = F .

Exemple

{a,b} = {b, a}.

Définition

On appelle ensemble vide I'ensemble constitué d’aucun élément. On le
note ().
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Théorie des ensemble

Remarque

La notation {0} ne désigne pas I'ensemble vide mais un ensemble
constitué d’'un élément qui est I'ensemble vide.
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Théorie des ensemble

Remarque

La notation {0} ne désigne pas I'ensemble vide mais un ensemble
constitué d’un élément qui est |'ensemble vide.

Définition

Soient deux ensembles E et F. On appelle intersection de E et de F, qu’on
note E N F , 'ensemble formé des éléments communs a E et a F.
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Théorie des ensemble

Remarque

La notation {0} ne désigne pas I'ensemble vide mais un ensemble
constitué d’un élément qui est |'ensemble vide.

Définition

Soient deux ensembles E et F. On appelle intersection de E et de F, qu’on
note E N F , 'ensemble formé des éléments communs a E et a F.

Exemple

{1,2,3,4} N {2,4,5,6} = {2,4}.

Pr Mostafa Rahmani Chapitre 1 : Logique et Ensembles Mars 2025 49 /121



Théorie des ensemble Intersection et réunion de deux ensembles

Définition

Soient deux ensembles E et F. On appelle union de E et de F, qu’'on note
E U F, I'ensemble formé des éléments de E ou de F.
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Théorie des ensemble Intersection et réunion de deux ensembles

Définition

Soient deux ensembles E et F. On appelle union de E et de F, qu’'on note
E U F, I'ensemble formé des éléments de E ou de F.

Exemple

{1,2,3,4}N{2,4,5,6,8,9} = {1,2,3,4,5,6,8,9}.
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Théorie des ensemble Intersection et réunion de deux ensembles

Définition
Un ensemble F est dit inclus dans un ensemble E si tous les éléments de F

sont aussi des éléments de E. On note F C E et on dit que que F est une
partie de E ou que F est un sous ensemble de E.
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Théorie des ensemble Intersection et réunion de deux ensembles

Définition

Un ensemble F est dit inclus dans un ensemble E si tous les éléments de F
sont aussi des éléments de E. On note F C E et on dit que que F est une
partie de E ou que F est un sous ensemble de E.

Exemple

{a,c} C{a,b,c}; Q CR; {0} C E ot E est un ensemble quelconque.
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Théorie des ensemble Intersection et réunion de deux ensembles

Définition

On appelle ensemble des parties d'un ensemble E, noté P(E), I'ensemble
formé des sous ensembles de E.
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Théorie des ensemble Intersection et réunion de deux ensembles

Définition

On appelle ensemble des parties d'un ensemble E, noté P(E), I'ensemble
formé des sous ensembles de E.

Exemple

Si E ={a,b,c}, alors
P(E) = {0,{a},{b},{c},{a, b},{a c},{b,c},{a, b, c}}.

Pr Mostafa Rahmani Chapitre 1 : Logique et Ensembles Mars 2025 52 /121



Théorie des ensemble Produit cartésien et application

Définition
A partir de deux éléments a et b, on forme un nouvel élément appelé

couple (a, b) défini de sorte que si (a,b) = (a’,b') alorsa=3a et b=1b'.

v
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Théorie des ensemble Produit cartésien et application

Définition
A partir de deux éléments a et b, on forme un nouvel élément appelé

couple (a, b) défini de sorte que si (a,b) = (a’,b') alorsa=3a et b=1b'.

v

Remarque

(a,b) # (4, b') en général.
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Théorie des ensemble Produit cartésien et application

Définition

On appelle produit Cartésien de E par F I'ensemble formé des couples
(a,b) avecac E et b€ F. On le note E x F.
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Théorie des ensemble Produit cartésien et application

Définition

On appelle produit Cartésien de E par F I'ensemble formé des couples
(a,b) avecac E et b€ F. On le note E x F.

Remarque

Le produit Cartésien

{a,b,c} x {1,2} = {(a,1), (a,2), (b, 1), (b, 2), (c, 1), (c,2)}.
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Théorie des ensemble Produit cartésien et application

Remarque

Lorsque E = F, on note E x E = E2.
De méme, on définit (a1, a2, ..., an) le n-uplet ou a; € Ej avec1 < i< n et
n € N et on note
n
By x B..x E,=]]E
i=1

n
SiEi=E = .. =E,=E alors [[ E; = E"
i=1
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Théorie des ensemble Produit cartésien et application

Définition

Soient E et F deux ensembles. On appelle une relation de E vers F un sous
ensemble du produit Cartésien E x F.
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Théorie des ensemble Produit cartésien et application

Définition

Soient E et F deux ensembles. On appelle une application f de E vers F,
une relation particuliére dont les éléments (x, f(x)) sont tels que a chaque
élément x € E, on associe un et un seul élément y € F noté y = f(x). On

note l'application f : E — F et F(E, F) I'ensemble des applications de E
vers F.
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Théorie des ensemble Opérations sur les ensemble

E, F, G, H désignent des ensembles.
Définition

Ona:FCE<+=VxeF=x¢cE.
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Théorie des ensemble Opérations sur les ensemble

E, F, G, H désignent des ensembles.
Définition

Ona:FCE<+=VxeF=x¢cE.

Proposition

Q@ E=F.& FCE et ECF. (double inclusion)
@ ECFetFCG= ECG. (transitivité)
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Théorie des ensemble Opérations sur les ensemble

Définition

O ABeP(E)=ACEetBCE.
Q@ AnNB={x€cE; xeAetxec B}
QO AUB={x€E; xeAouxcecB}.
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Théorie des ensemble Opérations sur les ensemble

Proposition

QO ANA=ActAUA=AetANE=AetAUE=E et AND=10
AUD=A.

Q@ AnNB=BNAet AUB=BUA. (Commutativité).

Q@ (AnB)NnC=An(BNnC)et(AUB)UC=AN(BUC)
. (Associativité).

QO AN(BUC)=(ANB)U(ANC) et
AU(BNC)=(AUB)N(AUC). (Distributivité).

@ AcCetBCC&AUBCC

QO CCcCAetCC B CCANB.
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Théorie des ensemble Opérations sur les ensemble

Preuve
(4)

xeAN(BUC)exeAet (xe BUC)
& (xeA) et (xeBouxe C)
S(xeAetxeB)ou(xecAetxeC)
& (xeAnNB) ou (xeANnC)
< (AnB) U (ANnC)
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Théorie des ensemble Opérations sur les ensemble

Preuve

5)-Montrons que AUBC C = AC CetBCC.

Vx € (AUB) =x €C
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Théorie des ensemble Opérations sur les ensemble

Preuve

5)-Montrons que AUBC C = AC CetBCC.
Vx € (AUB) =x €C

Donc on a
SixeACAUB=ACC

Sixe ACAUB= BcCC
Par suiteona AUBC C=AcCcCetBcCC.
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Théorie des ensemble Opérations sur les ensemble

&

... son complémentaire A €. L'ensemble A. &
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Théorie des ensemble Opérations sur les ensemble

Définition

On appelle complémentaire d'une partie A de E I'ensemble :
CA=A°=A={x€cE, x¢A}

Pr Mostafa Rahmani Chapitre 1 : Logique et Ensembles Mars 2025 64 /121



Théorie des ensemble Opérations sur les ensemble

Définition

On appelle complémentaire d'une partie A de E I'ensemble :
CA=A°=A={x€cE, x¢A}

Remarque

CANA=0,CAUA=EetCL=E.
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Théorie des ensemble Opérations sur les ensemble

Exercice

Montrer que :
Q VA€ P(E) ,'C(Cé) = A.
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Théorie des ensemble Opérations sur les ensemble

Exercice

Montrer que :

@ VA€ P(E):C(CP) =
=CAUCE.

Q VA, Be P(E) CAB

A.
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Théorie des ensemble Opérations sur les ensemble

Exercice

Montrer que :
Q VA€ P(E) 'C(CA) =
Q VA;Be P(E) CAB = CA U CE.
@ VA, Be P(E) CAYB=CAn CE.
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Théorie des ensemble Opérations sur les ensemble

Exercice

Montrer que :
@ VA e P(E);C(C) =
Q VA;Be P(E) CAB = CA U CE.
@ VA, Be P(E) CAYB=CAn CE.
Q VA BeP(E)AcC B= CEc Ch
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Théorie des ensemble Opérations sur les ensemble

Définition

On appelle différence de A et de B ou ensemble A privé de B :
I'ensemble noté : A\ B = {x € Aetx ¢ B}
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Théorie des ensemble Opérations sur les ensemble

Définition

On appelle différence de A et de B ou ensemble A privé de B :
I'ensemble noté : A\ B = {x € Aetx ¢ B}

Exemple

A={1,2;3,4,5;7} et B={5;8,0;7}
Donc A\ B ={1;2;3;4}
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Théorie des ensemble Opérations sur les ensemble

Remarque

A\ B # B\ A en général.
CA=E\A

v

Pr Mostafa Rahmani

Chapitre 1 : Logique et Ensembles

= = = K2R

Mars 2025 67 /121



Théorie des ensemble Opérations sur les ensemble

Remarque

A\ B # B\ A en général.
CA=E\A

Définition

On appelledifférence symétrique de A et de B
I'ensemble noté AA B=(A\ B)U(B\ A).

v

= = = = = K2R
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Théorie des ensemble Opérations sur les ensemble

Remarque

A\ B # B\ A en général.
CA=E\A

Définition

On appelledifférence symétrique de A et de B
I'ensemble noté AA B=(A\ B)U(B\ A).

Exercice

Montrer que :

QO AAB=(AUB)\(BNA).
Q@ AAB=BAA.

Q@ ANA=0.

Q AAE=CP. etALD=A

v

— = — = — CHE
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Théorie des ensemble Famille

Soit | un ensemble.
Définition

On appelle famille d’éléments de E indexée sur | la donnée pour tout i € |
d’un élément de E noté a;, une telle famille est notée (a;)ic/.
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Théorie des ensemble Famille

Soit | un ensemble.
Définition

On appelle famille d’éléments de E indexée sur | la donnée pour tout i € |
d’un élément de E noté a;, une telle famille est notée (a;)ic/.

Définition

Lorsque | = {1, ..., n}, on note (aj)1<i<n)(a1, 32, ..., an).
Lorsque | = IN, la famille (a;);c; est appelée suite d'éléments de E. On
note EN I’ensemble de ces suites.
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Définition

On appelle famille de parties de E toute famille (A;)ic; d’éléments de
P(E) :
Viel; A € P(E)

Soit famille (A;);es d'éléments de P(E).

Définition

(A ={x€E,xecA;Viel}.
iel

JAi={xecEielxecAl
iel
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Définition

On appelle famille de parties de E toute famille (A;)ic; d’éléments de
P(E) :
Viel; A € P(E)

Soit famille (A;);es d'éléments de P(E).

Définition

(A ={x€E,xecA;Viel}.

i€l

JAi={xecEielxecAl

i€l

W

Définition
On que (A:). . ¢ n reconvrement de F si et senlement si | | A: = F

i
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Théorie des ensemble Famille

Exemple

([n; n+ 1[)nez recouvrement de R.
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Théorie des ensemble Famille

Exemple

([n; n+ 1[)nez recouvrement de R.

Définition
(Aj)ic est une partition de E si et seulement si :

* JA =E.

i€l
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Théorie des ensemble Famille

Exemple

([n; n+ 1[)nez recouvrement de R.

Définition
(Aj)ic est une partition de E si et seulement si :

* JA =E.
i€l
) ¢ A;ﬁA_,':@,VI';é_jGI.
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Théorie des ensemble Famille

Exemple

([n; n+ 1[)nez recouvrement de R.

Définition
(Aj)ic est une partition de E si et seulement si :

* UA =E.

i€l
) ¢ A;ﬁA_,':@,VI';é_jGI.
* A; %0, Viinl.
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Théorie des ensemble Famille

Exemple

([m; n+ 1[)nez est une partition de R.
(1%; n)nez+ n'est pas une partition de R car [%;2[N[3; 3[= [5; 2[# 0.
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Théorie des ensemble Graphe et application

Définition

On appelle graphe de E vers F toute partie I de E x F. On appelle E
ensemble de départ et F ensemble arrivée.
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Théorie des ensemble Graphe et application

Définition

On appelle graphe de E vers F toute partie I de E x F. On appelle E
ensemble de départ et F ensemble arrivée.

Définition

On dit que le graphe I est le graphe d’une application f de E vers F ssi
Vx € E,3ly € F,(x,y) €T . y est appelée image de x par f. On note

y = f(x).
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Théorie des ensemble Graphe et application

Définition

On appelle graphe de E vers F toute partie I de E x F. On appelle E
ensemble de départ et F ensemble arrivée.

Définition

On dit que le graphe I est le graphe d’une application f de E vers F ssi
Vx € E,3ly € F,(x,y) €T . y est appelée image de x par f. On note

y = f(x).

Exemple

f est application de R vers R définit par f(x) = 2x + 1 le graphe de cette
application est une droite .

v
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Théorie des ensemble Egalité et Composition de deux application

Proposition

Soient f,g € F(E,F) : f =g & f(x) =g(x),Vx € E

v
= "= = = = KaNoue
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Théorie des ensemble Egalité et Composition de deux application

Proposition

Soient f,g € F(E,F) : f =g & f(x) =g(x),Vx € E

Définition

Soientf : E - Fetg:F— G,Yx € E onaf(x) € F donc g(f(x)) € G.
Ainsi on définit I'application : x € E — g(f(x)) € G, on la note fog ou
fog(x) = g(f(x)), Vx € E.

v

— = = = = =
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Théorie des ensemble Egalité et Composition de deux application

Proposition

Soient f,g € F(E,F) : f =g & f(x) =g(x),Vx € E

Définition

Soient f : E — F etg : F— G)Nx € E on a f(x) € F donc g(f(x)) € G.
Ainsi on définit I'application : x € E — g(f(x)) € G, on la note fog ou
fog(x) = g(f(x)), Vx € E.

Exemple

f:R— R etg:R — R deux fonctions : f(x) = x> + 1 et g(x) = cos(x)
Vx e R:
fog(x) = f(g(x)) = f(cos(x)) = cos?(x) + 1

gof(x) = g(f(x)) = g(x* + 1) = cos(x* + 1)

fog #+ fog.

— = - = = -
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Théorie des ensemble Egalité et Composition de deux application

Proposition

ELFE GO K; (fog)oh = fo(goh).
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Théorie des ensemble Egalité et Composition de deux application

Proposition

ELFE GA K (fog)oh = fo(goh).

Preuve :
Vx0inE : (fog)oh(x)=fog(h(x))=f(g(h(x)))=f((goh)(x))fo(goh)(x).
Définition
E—E , .. .. s
Idg - X — x .L’application |dg est appelée identité de E.

Vf € ]:(E, E) : folg = Igof.
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Théorie des ensemble Fonction injective

Définition
Soit f: E — F, on dit que f est injective ssi f ne prend jamais deux fois la
méme valeur, c-a-d

Vx,y € E: f(x)=f(y)=x=y.

Sa négation est Ix,y € E, x # y et f(x) = f(y).
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Théorie des ensemble Fonction injective

Définition
Soit f: E — F, on dit que f est injective ssi f ne prend jamais deux fois la
méme valeur, c-a-d

Vx,y € E: f(x)=f(y)=x=y.

Sa négation est Ix,y € E, x # y et f(x) = f(y).

Exemple

X — X
Si f : R — R strictement croissante, alors f est injective.
f:R— R, f(x) =3+ 1. f est injective, en effet : f(x) = f(y) donc
3eX + 1 ==3e¥ +1 par suite e = & donc x = y.

f: { R= IE; n'est pas injective car —3 # 3 et f(—3) = f(3) = 9.
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Théorie des ensemble Fonction injective

Proposition

Le composé de application injectives est une application injective.
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Théorie des ensemble Fonction injective

Proposition

Le composé de application injectives est une application injective.

Preuve

En effet
Soient x,y € E : tels que :

fog(x) = fog(y) = f(g(x)) = f(g(x))

comme f est injective donc g(x) = g(y) = car g est injective.
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Théorie des ensemble Surjection

Définition

Soit f : E — F, on dit que f est surjective ssi chaque élément de F
posséde au moins un antécédent par f, c-a-dVy € F,Ax € E, f(x) = y.

Sa négation est : Jy € F,Vx € E, f(x) # y.
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Théorie des ensemble Surjection

Définition
Soit f : E — F, on dit que f est surjective ssi chaque élément de F

posséde au moins un antécédent par f, c-a-dVy € F,Ax € E, f(x) = y.
Sa négation est : Jy € F,Vx € E, f(x) # y.

Exemple

Ie : E — E est surjective.
In :]0; +00[— R, x — Ln(x) est surjective car
Vy € R, 3x €]0; +oo[,x = €.
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Théorie des ensemble Surjection

Proposition

Le composé deux applications surjectives est une application surjective.

V.

Pr Mostafa Rahmani

Chapitre 1 : Logique et Ensembles

Mars 2025 78/121



Théorie des ensemble Surjection

Proposition

Le composé deux applications surjectives est une application surjective.

Preuve

Soient E 55 F 5, G I telles f et g sont surjectives.

Montrons que gof est injective.

Soit z € G comme g est surjective alors Jy € F tel que g(y) = z.
Comme f est surjective alors Ix € E tel que

f(x) =y = g(f(x)) = g(y) = z par suite I'application gof est surjective.

v

v,
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Théorie des ensemble Surjection

Proposition

Le composé deux applications surjectives est une application surjective.

Preuve

Soient E 55 F 5, G I telles f et g sont surjectives.

Montrons que gof est injective.

Soit z € G comme g est surjective alors Jy € F tel que g(y) = z.
Comme f est surjective alors Ix € E tel que

f(x) =y = g(f(x)) = g(y) = z par suite I'application gof est surjective.

v

Définition

Soitf : E — F une application.
On dit que f est bijective ssi chaque élément de F posséde un unique
antécédent par f :

Vy € F,3lx € E, f(x) =y.

<
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Théorie des ensemble Surjection

Proposition

@ f est bijective < f est injective et surjective.

@ Le composé deux applications bijectives est une application bijective.

v
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Théorie des ensemble Surjection

Proposition

@ f est bijective < f est injective et surjective.

© Le composé deux applications bijectives est une application bijective.

v

Définition
Soient E 55 F & G Iy deux applications.

© Si gof injective alors f injective.

@ Si gof surjective alors g surjective.
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Théorie des ensemble Surjection

pr
gof surjective = Vz € G3x € F\gof(x) =z

= Vz € G3x € F\g(f(x)) = z.
Comme f est une application donc f(x) existe dans F
Ononposef(x) =y € F,parsuite :
Vze G;3Ix e E; Jy € Fety =1f(x), gly) =z
DoncVz e G; dy € F, g(y) = z.
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Théorie des ensemble Application réciproque

Définition

Soit f : E — F, on a équivalence entre :

1- f est bijective.

2-dg: F — E, fog=IdF et gof = Ildg.

De plus dans ce cas g est unique, on I'appelle application réciproque de f
et on la note f 1.
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Théorie des ensemble Application réciproque

Définition

Soit f : E — F, on a équivalence entre :

1- f est bijective.

2-dg: F — E, fog=IdF et gof = Ildg.

De plus dans ce cas g est unique, on I'appelle application réciproque de f
et on la note f 1.

Exemple

I-f :IN = INx,n—n+1, alors {1 : INx —,n— n—1.
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Théorie des ensemble Application réciproque

Proposition

Soient f : E — F et f : F — G deux applications.
x Si f est bijective alors f~1 est bijective et (f~1)~1 = f.

* Si f et g sont bijectives alors gof est bijective et
(gof)™1 = f~log™t.
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Théorie des ensemble Application réciproque

Proposition

Soient f : E — F et f : F — G deux applications.
x Si f est bijective alors f~1 est bijective et (f~1)~! =

* Si f et g sont bijectives alors gof est bijective et
(gof)™1 = f~log™t.

f.

Preuve

1

! = go(fof 1)og™! = goldeog™' =

(gof )of "Log~! = gofof ~Log~!
gog™ ! = IdE.

De méme on vérifie que fog~1(gof) = IdE.
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Théorie des ensemble Permutation

Définition

On appelle permutation de E toute application bijective de E dans E. On
note S(E) I'ensemble des permutations de E. Si E est fini avec
card(E) =n, &, ou S,.
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Théorie des ensemble Permutation

Définition

On appelle permutation de E toute application bijective de E dans E. On
note S(E) I'ensemble des permutations de E. Si E est fini avec
card(E) =n, &, ou S,.

Proposition

Vf,g € 6(E), on a: gof, fog, f~1 € &(E) .
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Théorie des ensemble Image direct

Définition

Soit f : E — F et AN E. On appelle image directe de A par f ensemble :
f(A) = {f(x);x € A}.
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Théorie des ensemble Image direct

Définition
Soit f : E — F et AN E. On appelle image directe de A par f ensemble :
f(A) = {f(x);x € A}.

Exemple
A ={a} donc f(A) = {f(a)}.

A = {a, b} donc f(A) = {f(a)f(b)}.
Si A=0 alors f(0) =0
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Théorie des ensemble Image direct

Définition

On appelle image de f I'ensemble noté Im(E) = f(E) = {f(x); x € E}.
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Théorie des ensemble Image direct

Définition

On appelle image de f I'ensemble noté Im(E) = f(E) = {f(x); x € E}.

Proposition

f : E — F est surjective si et seulement si Im(E) = F.
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Théorie des ensemble Image réciproque

Définition
Soit f: E = F et B C F. On appelle image réciproque de B par f

I'ensemble noté f~1(B) = {x € E; f(x) € PB} c-a-d
x € fY(B) & f(x) € B.
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Théorie des ensemble Image réciproque

Définition

Soit f: E = F et B C F. On appelle image réciproque de B par f
I'ensemble noté f~1(B) = {x € E; f(x) € PB} c-a-d
x € fY(B) & f(x) € B.

Remarque

Cette relation ne signifie pas I'existence d’une application réciproque f~*.
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Théorie des ensemble Image réciproque

Définition

Soit f: E = F et B C F. On appelle image réciproque de B par f
I'ensemble noté f~1(B) = {x € E; f(x) € PB} c-a-d
x € fY(B) & f(x) € B.

Remarque

Cette relation ne signifie pas I'existence d’une application réciproque f~*.

Exemple

onaf (4,4 ==[-272],

f:R— R, f(x)= x> [
=0,f"YR)=R"*, F1(0) =0.

“H([=3:-1])
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Théorie des ensemble Image réciproque

Définition
Soient E, F, E F quatre ensembles tels que EC E FcC F

Soient I"application E — F et f E = F On dit que f prolonge f si et
seulement siVx € E, f(x) = f(x)
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Théorie des ensemble Image réciproque

Définition
Soient E, F, E F quatre ensembles tels que EC E FcC F

Soient I"application E — F et f E = F On dit que f prolonge f si et
seulement siVx € E, f(x) = f(x)

Exemple

f: R" >R, f(x)= —Sin)gx)
~ sin(x) six #0
f.IR—>]R,{ £(0) = 1
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Théorie des ensemble Image réciproque

Définition
Soit f : E— F, AC E et BC F tels que Vx € A, f(x) € B.

@ On appelle restriction de f de A vers B ['application
g:A— B, x— g(x)=f(x).
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Théorie des ensemble Image réciproque

Définition
Soitf:E— F, ACE et BC F tels que Vx € A, f(x) € B.
@ On appelle restriction de f de A vers B ['application
g:A— B, x— g(x)=f(x).
@ En particulier, soit f : E — F, A C E, I'application g : A — F,xf(x)
est appelée restriction de f a A notée fy.
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Théorie des ensemble Image réciproque

Exemple

sin :R — R /la restriction du sinus a [—%, %] est une bijection.
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Théorie des ensemble Image réciproque

Exemple

sin :R — R /la restriction du sinus a [—%, %] est une bijection.

Proposition

© La restriction d’une injection est une injection.
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Théorie des ensemble Image réciproque

Exemple

sin :R — R /la restriction du sinus a [—%, g] est une bijection.

Proposition

© La restriction d’une injection est une injection.

@ /a restriction f : E — Impf est toujours surjective.
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Théorie des ensemble Image réciproque

Définition

On dit qu'un ensemble E est équipotent a un ensemble F s'il existe une
bijection de E vers F. On note E ~ F.
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Théorie des ensemble Image réciproque

Définition

On dit qu'un ensemble E est équipotent a un ensemble F s'il existe une
bijection de E vers F. On note E ~ F.

Proposition

© E =~ E.(Relation réflexive)
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Théorie des ensemble Image réciproque

Définition

On dit qu'un ensemble E est équipotent a un ensemble F s'il existe une
bijection de E vers F. On note E ~ F.

Proposition

© E =~ E.(Relation réflexive)
@ Si E ~ F alors F ~ E.(Relation symétrique)
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Théorie des ensemble Image réciproque

Définition

On dit qu'un ensemble E est équipotent a un ensemble F s'il existe une
bijection de E vers F. On note E ~ F.

Proposition

© E =~ E.(Relation réflexive)
@ Si E ~ F alors F ~ E.(Relation symétrique)
© SiE = F et F~ G alors .(Relation transitive)
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Théorie des ensemble Image réciproque

Définition

On dit qu'un ensemble E est équipotent a un ensemble F s'il existe une
bijection de E vers F. On note E ~ F.

Proposition

© E =~ E.(Relation réflexive)
@ Si E ~ F alors F ~ E.(Relation symétrique)
© SiE = F et F~ G alors .(Relation transitive)

Remarque

Si une relation est réflexive, symétrique et transitive on dit que R est une
relation d’équivalence.
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Théorie des ensemble Image réciproque

Définition

On dit qu'un ensemble est dénombrable ssi il est équipotent a IN.
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Théorie des ensemble Image réciproque

Définition

On dit qu'un ensemble est dénombrable ssi il est équipotent a IN.

Exemple

IN et IN* sont dénombrables.
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Théorie des ensemble Image réciproque

Exercice
Montrons que Z est dénombrable.

Si nest paire
Si nest impaire

n
f:N—)Z;{ nf1
=3

Mars 2025 92/121
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Théorie des ensemble Image réciproque

Exercice

Montrons que Z est dénombrable.

B .
5 Sl nest paire
f:N—=Z; alfl . e
—~5~ Sl nestimpaire

Surjection :

Soit m € N.

Sim >0 alors f(2m)= m. Si m <0, alors f(—2m — 1) = m. Donc f est
surjective.
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Théorie des ensemble Image réciproque

Exercice

Montrons que Z est dénombrable.

B .
5 SI nest paire

f:N— Z:
{ — 2L i nest impaire

Surjection :

Soit m € N.

Sim >0 alors f(2m)= m. Si m <0, alors f(—2m — 1) = m. Donc f est
surjective.

Injection :

Soient n,m € N tels que : f(n) = f(m).
Si n est pair alors f(n) = ) < 0 par suite § = 3 donc n = m.

Si n est impair alors f(n) ntl _mTJrl

n
2
=~ — f(m) < 0 par suite —FL =
donc n = m.
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Théorie des ensemble Image réciproque

Remarque

On montre que :
IN? est dénombrable.
Q est dénombrable, et R n'est pas dénombrable.
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Théorie des ensemble Cardinal

Définition
Pour n € IN*, on note N, = {1,2,...,n}= [1, n] Remarque Soit n,p € IN,
notons que :

Q S'il existe une injection de IN, dans IN,,, alors p < n.
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Théorie des ensemble Cardinal

Définition
Pour n € IN*, on note N, = {1,2,...,n}= [1, n] Remarque Soit n,p € IN,
notons que :

Q S'il existe une injection de IN, dans IN,,, alors p < n.

@ S'il existe une surjection de IN, dans IN,,, alors n < p.
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Théorie des ensemble Cardinal

Définition
Pour n € IN*, on note N, = {1,2,...,n}= [1, n] Remarque Soit n,p € IN,
notons que :

Q S'il existe une injection de IN, dans IN,,, alors p < n.

@ S'il existe une surjection de IN, dans IN,,, alors n < p.

© il existe une bijection de IN, dans IN,, alors p = n.
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Théorie des ensemble Cardinal

Définition

On dit qu'un ensemble E est fini, si An € IN tel que E ~ IN,, d’aprés la
remarque, cet entier est unique, on I'appelle cardinal de E et on le note
card(E) =| E |, lorsque E n'est pas fini, on dit qu'il est infini et on pose
card(E)=+oc.
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Théorie des ensemble Cardinal

Définition

On dit qu'un ensemble E est fini, si An € IN tel que E ~ IN,, d’aprés la
remarque, cet entier est unique, on I'appelle cardinal de E et on le note

card(E) =| E |, lorsque E n'est pas fini, on dit qu'il est infini et on pose
card(E)=+oc.
Exemple

card({2,3,5; —5;6} = 5, card(2IN) = +oo.
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Théorie des ensemble Cardinal

Proposition

Soient A et B deux ensembles disjoints (AN B = ). Si A et B sont finis;
alors AU B est fini et card(AU B) = card(A) + card(B).
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Théorie des ensemble Cardinal

Preuve

On pose card(A) = n et card(B) = p, donc

| N, = A J Ny,— B
EI(‘O'{ i — X etEIz/).{ k — Xy

sont des bijections.
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Théorie des ensemble Cardinal

Preuve

On pose card(A) = n et card(B) = p, donc

| N, = A J Ny,— B
EI(‘O'{ i — X etEIQ,Z).{ k — Xy

sont des bijections.Donc A= {x; \i € Ny} et B={y; \ i € Np} .
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Théorie des ensemble Cardinal

Preuve
Considérons foip : Ny p — AU B définit comme suite :
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Théorie des ensemble Cardinal

Preuve

Considérons f,1p : Npyp — AU B définit comme suite :

1—x
2+ X0

n— X,
n+1—y
n—+2— ypio

n+p—=yp

Par construction, f est une bijection.
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Théorie des ensemble Cardinal

Preuve
Considérons f,1p : Npyp — AU B définit comme suite :

11— x
2+ X0

n— X,
n+1—y
n—+2— ypio

n+p—=yp

Par construction, f est une bijection.Donc AU B est fini et
card(AU B) = card(A) + card(B).
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Théorie des ensemble Cardinal

Autre démonstration

Preuve
Comme cardA=n et cardB=p alros il existe deux fonctions bijectives :

fa A= [1;n] et f,: B—[1;m]
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Théorie des ensemble Cardinal

Autre démonstration

Preuve
Comme cardA=n et cardB=p alros il existe deux fonctions bijectives :
fa A= [1;n] et f,: B—[1;m]

On consideére I'application

AUB — [1;n+ m]

fauB. : fa(x) si xe€ A
e faue.(x) = { f;‘Ex; sixeB
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Théorie des ensemble Cardinal

Autre démonstration

Preuve

Comme cardA=n et cardB=p alros il existe deux fonctions bijectives :
fa A= [1;n] et f,: B—[1;m]

On consideére I'application

AUB — [1;n+ m]

fauB. : fa(x) si x € A
A faus(x) = { f;‘Ex; si x€B

c'est prolongement bijective.
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Théorie des ensemble Cardinal

Corolaire

Soit (Aj)ier une famille finie d’ensembles deux a deux disjoints :
(A; ﬂAj =0, Vi # §).

Si I'ensemble A; est fini pour tout i € | alors UA; est fini et
i€l

n
card (UA,-) = Z card(A;j).
i=1

iel
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Théorie des ensemble Cardinal

Corolaire

Soit B une partie d’un ensemble fini A alors :
* card(A\ B) = card(A) — card(B).
* card(B) < card(A) avec I'égalité si et seulement si A= B.
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Théorie des ensemble Cardinal

Corolaire

Soit B une partie d’un ensemble fini A alors :
* card(A\ B) = card(A) — card(B).
* card(B) < card(A) avec I'égalité si et seulement si A= B.

v

Preuve

Comme (A \ B) et B est une partition de A alors :
card(A) = card(A\ B) + card(B) ; donc
card(A\ B) = card(A) — card(B).
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Théorie des ensemble Cardinal

Théoréme

Soient A et B deux ensembles. Si A et B sont deux finis, alors
card(AU B) = card(A) + card(B) — card(AU B).
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Théorie des ensemble Cardinal

Preuve

On a AU B = (A\B) U (B\A) U (AN B) qui est une partition par suite on
3
carAU B = card(A\B) + card(B\A) + card(AN B)
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Théorie des ensemble Cardinal

Preuve

On a AU B = (A\B) U (B\A) U (AN B) qui est une partition par suite on
3
carAU B = card(A\B) + card(B\A) + card(AN B)

de méme on a
cardA = card(A\B) + card(AN B)
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Théorie des ensemble Cardinal

Preuve

On a AU B = (A\B) U (B\A) U (AN B) qui est une partition par suite on
3
carAU B = card(A\B) + card(B\A) + card(AN B)

de méme on a
cardA = card(A\B) + card(AN B)

cardB = card(B\A) + card(AN B)
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Théorie des ensemble Cardinal

Preuve

On a AU B = (A\B) U (B\A) U (AN B) qui est une partition par suite on
3
carAU B = card(A\B) + card(B\A) + card(AN B)

de méme on a
cardA = card(A\B) + card(AN B)

cardB = card(B\A) + card(AN B)

Donc

cardA + cardB = card(A\B) + card(AN B) + card(B\A) + card(AN B
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Théorie des ensemble Cardinal

Preuve

On a AU B = (A\B) U (B\A) U (AN B) qui est une partition par suite on
3
carAU B = card(A\B) + card(B\A) + card(AN B)

de méme on a
cardA = card(A\B) + card(AN B)

cardB = card(B\A) + card(AN B)

Donc

cardA + cardB = card(A\B) + card(AN B) + card(B\A) + card(AN B

cardA + cardB = cardAU B + card(AN B)
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Théorie des ensemble Cardinal

Proposition

Soient E et F deux ensembles et f : E — F. Si A est une partie finie de E
alors f(A) est une partie finie de F et card(f(A)) < card(A). De plus si f
est injective alors card(f(A)) = card(A).
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Théorie des ensemble Cardinal

Preuve

Posons A = {x1,x2, ..., xn} alors f(A) = {f(x1), f(x2), ..., f(xn)} est fini.
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Théorie des ensemble Cardinal

Preuve

Posons A = {x1,x2, ..., xn} alors f(A) = {f(x1), f(x2), ..., f(xn)} est fini.
Si de plus f est injective, alors f(x;) # f(x;), Vxi # x;j donc
card(f(A)) = n = card(A).
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Théorie des ensemble Cardinal

Théoreme

Soient E et F deux ensembles finis tels que card(E) = card(F).
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Théoreme

Soient E et F deux ensembles finis tels que card(E) = card(F).
Q@ f: E — F est injective & f est bijective.
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Théorie des ensemble Cardinal

Théoreme

Soient E et F deux ensembles finis tels que card(E) = card(F).
Q@ f: E — F est injective & f est bijective.
@ f: E — F est surjective < f est bijective.
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Théorie des ensemble Cardinal

Preuve

@ Supposons que f est injective, donc cardf(E)) = card(E), or
card(E) = card(F), par suite cardf ((E)) = card(F).
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Théorie des ensemble Cardinal

Preuve

@ Supposons que f est injective, donc cardf(E)) = card(E), or
card(E) = card(F), par suite cardf((E)) = card(F).Comme
f(E) C F, on af(E) = F, c-a-d f est surjective
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Théorie des ensemble Cardinal

Preuve

@ Supposons que f est injective, donc cardf(E)) = card(E), or
card(E) = card(F), par suite cardf((E)) = card(F).Comme
f(E) C F, on af(E) = F, c-a-d f est surjective.

@ Supposons que f est surjective.
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Théorie des ensemble Cardinal

Preuve

@ Supposons que f est injective, donc cardf(E)) = card(E), or
card(E) = card(F), par suite cardf((E)) = card(F).Comme
f(E) C F, on af(E) = F, c-a-d f est surjective.

@ Supposons que f est surjective.On a f(E) = F, donc
card(f(E)) = card(F) et comme card(E) = card(F),
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Théorie des ensemble Cardinal

Preuve

@ Supposons que f est injective, donc cardf(E)) = card(E), or
card(E) = card(F), par suite cardf((E)) = card(F).Comme
f(E) C F, on af(E) = F, c-a-d f est surjective.

@ Supposons que f est surjective.On a f(E) = F, donc
card(f(E)) = card(F) et comme card(E) = card(F),on conclut que
card(f(E)) = card(E) d’ou f est injective.
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Théorie des ensemble Cardinal

Preuve

@ Supposons que f est injective, donc cardf(E)) = card(E), or
card(E) = card(F), par suite cardf((E)) = card(F).Comme
f(E) C F, on af(E) = F, c-a-d f est surjective.

@ Supposons que f est surjective.On a f(E) = F, donc
card(f(E)) = card(F) et comme card(E) = card(F),on conclut que
card(f(E)) = card(E) d’ou f est injective.
Si E et F sont deux ensembles finis, alors E x F est aussi fini et
card(E x F) = card(E) x card(F).
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Théorie des ensemble Nombres d’applications

Soient E, F des ensembles finis et non vides. On pose card(E) = n et
card(F) = p.
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Théorie des ensemble Nombres d’applications

Soient E, F des ensembles finis et non vides. On pose card(E) = n et
card(F) = p.

Proposition

Le nombre d’applications différentes de E dans F est :
p" = card(F)Card(E).
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Théorie des ensemble Nombres d’applications

Soient E, F des ensembles finis et non vides. On pose card(E) = n et
card(F) = p.

Proposition

Le nombre d’applications différentes de E dans F est :
p" = card(F)Card(E).

Exemple

En particulier le nombre d’applications de E dans lui-méme est n". Par
exemple si E = {1,2,3,4,5} alors ce nombre est 5°> = 3125.

Pr Mostafa Rahmani Chapitre 1 : Logique et Ensembles Mars 2025 108 /121



	Quelques motivations
	Exemples d'applications

	Notion de logique
	Assertion 
	Opérations sur les assertions
	Quantificateur
	Raisonnement par récurrence

	Théorie des ensemble
	Intersection et réunion de deux ensembles
	Produit cartésien et application
	Opérations sur les ensemble
	Famille
	Graphe et application
	 Égalité et Composition de deux application 
	Fonction injective
	Surjection
	Application réciproque
	Permutation
	Image direct
	Image réciproque
	Cardinal
	Nombres d'applications


